LE PRINCIPE DU RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

1. Exem ple introductif (Les éléves qui connaissent déja bien le principe peuvent sauter ce paragraphe)

Considérons la suite (uy), définie pour tout n € N, par :
{uml =2u,+1
Uy=0
Cette suite est définie par récurrence (chaque terme dépend du précédent). On souhaiterait obtenir une formule
permettant de calculer explicitement u, en fonction de n. A premiére vue, cette formule ne saute pas aux yeux.
Dans unetdle situation, le calcul des premiers termes est souvent intéressant pour se faire une "idée".
Ici, nous avons:
U=2Uu+1=1
UW=2u+1=3
Us=2Up+1=7
U =2u3+1=15
Us=2Us+1=31
Stop, nous remarquons que la suite (u,) semble obér a une loi toute simple : en gjoutant 1 a chaque terme, on
obtient les puissances successives de 2.
Nous pouvons donc émettre la conjecture suivante :
pour toutne N, u,=2"-1
Attention, une conjecture n'est pas une preuve (ni une affirmation forcément vraie, certaines conjectures se
révélent parfois fausses...). Ce n'est que I'énoncé d'une propriété résultant d'un certain nombre d'observations.
Alors comment confirmer, par une démonstration, la propriété conjectur ée ci-dessus ?
Notons g la propriété, définiepour n € N, par :
pn):u,=2"-1
Supposons un instant, que pour un certain entier n, on ait effectivement la propriéé o (n) : u, =2" - 1.
Alors, on aurait Upp =2 +1=22"-1)+1=2""-1
Cequi est p(n+1).
Autrement dit, si la propriété est vraie aun certain rang n alors dlle I'est également au rang suivant.
On dit quela propriété o est héréditaire.
Faisons un bilan. On a vérifié que la propriété o éait viaieaurangn=0, 1, 2, 3, 4 e 5 (On dit que la
propriété o est initialisée). Mais comme elle est hér éditaire, elle sera vraie encore au rang n = 6, puis au rang
n=7 etc... S bien que notre propriété est finalement vraie a tout rang.
Nous venons de faire un raisonnement par récurrence:
Soit g une propriété définiesur N (ou un intervalle | de N)
Si:
e Lapropriétéest INITIALISEE aun certain rang no (Cest-a-dire: p(no) est vraie)
e Lapropriéé est HEREDITAIRE & partir du rang n, (C'est-a-dire : pour tout n > no, p(n) = @ (n+ 1))
Alors:

La propriété est vraie a tout rang plus grand que no.
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2. Premiers exemples rédigés

1) On considere la suite (u,) définie pour n > 1 par :

n
Un = z (2k-1) (Somme des n premiers nombresimpairs)
k=1
Démontrer que:: Up= N
. . 3 . N(P+ D)
Remarque: ceréaultat se démontre également al'aide delaformule S=
. n(n+1)(2n+ 1) . n )’ n?(n+1)>
. . 2 _ 3_ =— 7
2) Démontrer que: z k? = s et z k z k .
k=1 k=1 k=1
3) Démontrer que: vxel-1+o[, Vne N, (1+x)">1+nx  (inégalitédeBernoulli)
=1 n
4) Démontrer que: z = —
i p(p+) n+1
5) Démontrer que pour tout n € N ;
Lanotation ™ désigneici la
Q) n 0 . n !
cos (X) = COS(X"' na) etsn (X) = Sm(x"' na) dérivée n®™ delafonction f.

6) Démontrer que pour tout u € R : [sn(nu)| < n|sin u|
7) Soientn € N et f, lafonction, définie pour x € R, par :
ful¥) = X"
Démontrer que f,, est dérivable et que pour tout réel x :
fr=nx"t
8) Considéronslasuite (uy), définie pour tout n € N, par :

Upo = 5un+1 - 6un

U =1
W=2
Démontrer que pour tout n € N ; Uy = 2"

n 2 n
9) Démontrer que: (z akJ = zaf +2 z aa,
k=1 k=1

I<i<j<n
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Solutions:

1) On considére la propriéé ¢, définie pour n € N, par :

en): n? = Zn:(Zk—l)
k=1

1
e Onap(l) pusquel= Z(Zk—l).

k=1
e Montronsque, pour toutn = 1: )= ph+1)
n
Soit n > 1. Supposons @ (n) : n’ = Z(Zk—l)
k=1
n+1 n n
Ona: Z(2k—1)= (2k—1)+2(n+1)—1=Z(Zk—1)+2n+l
k=1 k=1 k=1
n+1
Et d'aprés o (n) : Z(2k—1)= n+2n+1
k=1
n+1
D'oll : Z(Zk—l) = (n+1)?
k=1

Cequi est p(n+1).
On adonc bien montré que pour toutn = 1, p(n) = p(n+1)

Bilan: ona g(1) et (pour tout n > 1, o (n) = g(n+ 1)) doncona: @(n), pour toutn > 1:

n
n® = Z(Zk—l) pour tout n € N°
P

2) On considére la propriété ¢, définie pour tout n € N, par :

o) :Z”: 2~ nn+1(2n+1)

k=1 6
e Onap(l) puisquelzz 1X2X3.
e Montronsque, pour toutn = 1: )= ph+1)

n

Soit n > 1. Supposons @ (n) zkz _ n(n+1)(2n+1)

k=1 6
n+1 n )
Ona: D K2=Dk+(n+1)
k=1 k=1
n+1 (2 1 )
Et d'aprés o (n) : ZkQMé”*) +(h+1)
k=1

En factorisant par (n+ 1) : z K2 = (n+D[(n(2n g D) +6(n+1)]
k=1
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zkz_ (n+D@2n°+7n+6)  (n+1D(n+2)(2n+3)
e 6 - 6

Cequi est p(n+1)
On adonc bien montré que pour toutn = 1, p(n) = p(+1)

Bilan: ona (1) et (pour tout n = 1, o (n) = g(n+ 1)) doncona: @(n), pour toutn > 1:

"2 - N+ D(2n+1)
KT

On considére la propriéé ¢, définie pour tout n € N, par :

n 2 2
: K3_n (n+1
o (n) kZl UL

4
2 2
- Onap()puisguet’= £ 3%
e Montrons que, pour toutn = 1: )= ph+1)
n 2 2
Soit n > 1. Supposons ¢ (n) z k3= N (n4+ D
k=1
n+1 n .
Ona: DK=Y K3+ (n+1)
k=1 k=1
n+l 2 2
Et daprés o (n) : Sie= PO gy
k=1

n+l 2, 2 2 2
En factorisant par (n+1)2:zk3: (n+1) (n4+4n+4): (n+1) §n+2)

k=1

Cequiest p(n+1)
On adonc bien montré que pour toutn = 1, p(n) = p(n+1)

Bilan: ona (1) et (pour tout n > 1, o (n) = g(n+ 1)) doncona: @(n), pour toutn > 1:

Zn: e n?(n+1)?
ko1

4
n
Et comme, on sait que:: K nn+1)
2
k=1
- s (n JZ n’(n+1)?
On afinalement : k= k| = ——

n
Autre méthode, sans récurrence : on considere un carré C de coté k=
k=1

@ (vair figure)

On définit A; par I'aire d'un carré de coté 1

Puis, pour tout k = 2, A, par I'aire de "I'équerre de largeur k"
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(Différence entre les aires des carrés de coté et celui de coté

k(k +1) )
2

(k—Dk
2

2
n
On calcule I'aire de C de deux fagons. D'une part, c'est (z k} .
k=1

n
D'autre par, c'est z A (Les équerres partitionnent C)
k=1

Or, pourk > 2:

(B (8] - (452 - (42 e

r=1 r=1
2
- k(k]ﬁ
k=1 k=1 4
Ac
Ay
As
Al 3 4 k
L1
1 3 6 10 (k -1k k(k +1) n(n+1)
2 2 2

3) Soit x € ]-1, +o[. On considére la propriété la propriété g, définie pour tout n € N, par :

. n
o(n): (1+x)" > 1+nx Il Sagit de'inégalité de Bernoulli.

e Ona p(0) puisque (1 + x)0 = 1+ Ox pour tout X € R..

e Montrons que, pour toutn € N : )= ph+1)
Soit n e N. Supposons g (n) : (1+%)" > 1+ nx
Or, 1+ x > 0, donc en multipliant I'inégalité ci-dessus par (1 + X), on obtient :

(1+%)™ = (1 + ML +x)

Or: A+m)A+X) =1+x+mX+nx°=1+(n+1x+nx
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Commenx®>0,ona: A+n)(1+x) =1+ (n+1)x
D'ol: (1+%)™ = 1+ (n+ Dx

Cequi est p(n+1).
Bilan:ona p(0) et (Vne N, po(n) = @(n+ 1)) doncona: go(n), vhe N :

(1+%)" > 1+ nx

Remarque: lorsquex € R, cette inégalité se démontre également avec la formule du binéme de Newton®

(1+x)"= Zn:[:j XK

k=0

Or, la somme ne contient que des termes positifs (puisque x > 0). Donc :

aoops [0

0

n\ o ny i1
Etcomme[ojx =1le [Jx =nx,ona:

(1+%)" > 1+ nx

4) On considére la propriété o, définie pour tout n € N°, par :

P zp(p+1) n+1

e Onap(l).
e Montrons que, pour toutn € N : )= ph+1)
n

. . 1 n
Soit n € N'. Supposons g (n) : =
Z:‘ip(p+1) n+1

n+1

Alors: zp(p+1) Zp(p+1) (n+H(n+2)

p=1

n+1

Et d'apres g (n) : z
p=1

1 n N 1
p(p+1) n+1 (n+1(n+2)

En réduisant au méme dénominateur :

n+1

z 1 nn+2)+1  n*+2n+1 (n+)?  (n+))

p(p+D) (+D(n+2) (+D(n+2) (+D(n+2) (n+2)

p=1
Cequi est p(n+1).
Bilan: ona g (1) et (pour tout n € N, p(n) = @ (n+ 1)) doncona: g(n), pour tout n e N’ :

n

3 1 _.n
p:lp(p+1) n+1

@ Cette remarque peut étre sautée en premiére lecture, laformule du bindme de Newton sera démontrée ulterieurement.
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Autre méthode : en remarquant que 1 11 , On obtient, par télescopage :

p(p+) p p+1

n

) — (1o 1), 1 _n
p:lp(p+1) 1\ p p+1 n+l n+1

5) On considére la propriété ¢, définie pour tout n e N, par :
p(n): cos(n)(x) = cos(x+ ng) et sin(n)(x) = sin(x+ ng)

e Onaclairement o (0).

e Montrons que, pour toutn € N : )= ph+1)

Soit n € N. Supposons g (n) : cos(n)(x) = cos(x+ ng) et sin(n)(x) = sin(x+ ng)

(n+1) . T . (n+1) T
Onaadlors: CoS (x)=—sm(x+ ni) et sin (x)=cos(x+ ni)
. T . s
Or, —sm(A)=cos(A+§) et cos(A)=sm(A+§)
. (n+1) T . (n+1) . T
Donc: coS (x)=cos(x+(n+1)§) et sin (x)=sm(x+(n+1)§)

Cequi est p(n+1).

Bilan: ona ¢ (0) e (pour toutn e N, p(n) = @(n+ 1)) doncona: g(n), pourtoutne N :

cos(n)(x) = cos(x+ ng) et sin(n)(x) = sin(x+ ng)

6) Fixonsu e R. On considére la propriété ¢, définie pour tout n € N, par :
@(n) :]sn (nu)] < njsin y|
e Onaclarement ©(0) e p(1).
e Montronsque pour toutn € N : )= ph+1)
Soit n € N. Supposons ¢ (n). Comme
sin[(n + 1)u] = sin(nu)cos u + sin(u)cos(nu)
[sin[(n+ D)u]| < |sin(nu)]| + |sin(u)|
Et d'aprés g (n) : [sn[(n+ D)u]] < nisin u|+ [sin(u)|
D'olr : [sn[(n+ Du]| < (n+ 1) |sin(u)]|
Cequi est p(n+1).
Bilan:ona ¢ (0) et (pour toutn e N, o (n) = @(h+1))doncona: g(n), pourtoutn e N :

|sin (nu)| < n|sin u|
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7) On considére la propriété ¢, définiepour n € N, par :

@(n) : fn est dérivable et pour tout réel x : f1 (x) = nx"* La dérivée dune fonction affine
. R b est lafoncti
e On a, pour tout réd x, f1(X) = x &t fi(x)zlzlxxod'ou o (D). Xmaxr atondion
congtante x > a égaleau
e Montrons que pour tout n e N’ : )= ph+1) coefficient directeur.

Soit n e N". Supposons g (n).

Ecrivons Frn(¥) =X x X"= Xfr(X)
On asait que l'application x = x est dérivable (de dérivée la constante égale a 1). De plus, par

hypothése, 1, est dérivable. La formule de dérivation d'un produit nous donne alors :
Fra () =1x fo) +Xfr0) = X" +xnx"t=(n+1)x"
Cequi est p(n+1).
Bilan:ona ¢ (0) et (pour toutn e N, o (n) = @(h+1))doncona: g(n), pourtoutn e N :

fn €t dérivable et pour tout réd x : f1, (x) = nx"*

8) On considérela propriété ¢, définie pour n e N, par : Lorsgu'on choisit ce type de
propriété, on dit parfoisquel'on
¢(n) : pour tout entier m < N, Uy =2" fait une récurrence "forte’.

e Commeuy=1letu;=2,0na p().
e Montronsque, pour toutn = 1: )= ph+1)
Soit n = 1. Supposons g (n) :  pour tout entier m < n, Uy, = 2"
Alors: U1 =5x2"—6x 2" =10x 2" -6 x 2"t =4 x 2" = 2"
D'ol p(n+1).
Bilan:ona g (1) et (pour tout n € N, o (n) = @(n+1))doncona: @(n), pourtout n € N dol:

pour tout entier m, Uy, = 2™

9) On considére la propriété ¢, définiepour n € N, par :

2 n
so(n):(ZakJ =Da+2 D a3y
k=1 k=1

I<i<j<n

e Ona p(l) (Cest I'égalitétrivide a’= a?) et p(2) (Cest lacéébreidentité: (a; + a) = aZ+as+

2a;3,)
e Montrons que, pour toutn = 2 : )= ph+1)
n 2 n
Soit n > 2. Supposons @ () : (ZakJ = Za,f +2 z aa,
k=1 k=1 I<i<j<n

n+1 2 n 2 n 2 n
Ona: (z akJ =(z a, + an+1J - (z akJ + 2800 ) &+ al,
k1 k1 k1

k=1
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n+1 n
D'aprés @ (n) : (ZakJ = Zak+2 z 33, +2an+12ak+ az,,

I<i<j<n
[m, n] désigne I'ensemble des

Tenant compte des conditions: i € [1; n-1] etj e [i+1;n] _ _
entierscomprisentremet n.

n+1 n+l1
(ZakJ Zak+22 Zala +2an+12a1+2anaml
k=1

i=1 j=i+1
n+1 n+l
(ZakJ Zak+22 Za,a + 85,18 | +28n8n1
k=1 i=1\j=i+1
n+1 2 n-1 n+l
(ZakJ aZ+2). D aa; + 228
k=1 =1 i=1 j=i+1
n+1 2 n41 n n+l
(ZakJ = a,f+22 Z:a,aJ
k=1 k=1 i=1 j=i+1

Cequiest p(n+1)
On adonc bien montré que:

Bilan: ona p(1), 0 (2) et (Vn =

n=2 eh) = eph+1l)

2, p(N)= p(h+1)doncona: p(n),vn=1:

@ak} Zak+2 S ag

I<i<j<n

2
Exemple: (n=23) (ay+ @ + 8g) = a’+a’+as+ 2@ap + aas + aag)
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3. Deux modeles de rédaction

Dans les deux modé es ci-dessous, vous pouvez recopier "texto" ce qui est écrit en caractére noir (ou normal) et

adapter ce qui est écrit en caractére rouge (ou italique).

Un premier modde, formel et mathématiquement correct :

Soit o la propriété définie pour n € Ensemble par :
g (n) : Ennoncez ici_la propriété a démontrer
e Comme calculs élémentaires, on a g (rang).
e Montronsquepour toutn = rangona: @(n) = p(h+1)
Soit n = rang. Supposons g (n). Alors:
Etablissez ici_g@(n+ 1)
Cequi est p(n+1).
On aprouvé:
g (rang) et pour tout n = rang, g (n) = p(+1)
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
pour tout n = rang, g (n)

Cest-a-dire: pour tout n > rang, Ennoncez ici_la propriété démontrée

Un second modéle plus littéraire :

Soit o la propriété définie pour n € Ensemble par :
g (n) : Ennoncez ici_la propriété a démontrer

e Montrons quelapropriété ¢ est initialisée au rang rang

Comme calculs élémentaires, on a g (rang).

e Montrons quelapropriéé o est héréditaire a partir du rang rang

Soit n = rang. Supposons g (n). Alors:
Etablissez ici_g@(n+ 1)

Cequi est p(n+1).

Souvent, Ensemble est N ou N”

Souvent, rang est 0 ou 1.

On aprouvé que la propriété o est initialisée au rang rang et héréditaire a partir du rang rang.

Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :

pour tout n = rang, ¢ (n)

Cest-a-dire: pour tout n > rang, Ennoncez_ici_la_propriété_démontrée
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4. Démonstration mathématique du principe de raisonnement par réCurrence (Hors programme)

Enoncé:

Soit | unintervallede N et o une propriété définie sur I.

Si:

e dngel: p(ny (initialisation)
e Vneln[ny+of, p(n)= pn+1) (hérédité)
Alors:

vn e | N [ng, +oof, ()

Démonsgtration
Considérons I'ensemble : E={neln[ny +xf tdsquenon p(n)} c N

Raisonnons par I'absurde : supposons E non vide,

Comme E est non vide et minoré (par ng), il admet un plus petit & ément mavec m > n.

Ce plus petit dément m est dément de E. On adonc non g (m).

e Sim=ny, aorsnon g (ny), cequi contredit I'hypothese d'initialisation.

e Sim>np aorsona: g(m-1) et non p(m) cequi contredit I'nypothése d'hérédité.

Donc E est vide, autrement dit : pour tout n = ng, ¢ (N)

Unintervallede N est un
ensemble du type [a, b] ou

[a+o] olaetb e N.

Le symbole 3 signifie"il
exige" et lesymbole V
signifie"quelque soit".

E et I'ensemble des entiers
pour lesquelsla propriété
n'est pasvrae.

Toute partie non vide et
minorée de N admet un plus

petit dément.

Lanégationde A= Best:
AetnonB
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