Bibliotheque d'exercices Enoncés
L1 Feuille n° 11

Limites de fonctions

1 Théorie

Vi+tr—+1—2

Exercice 1 1. Démontrer que lim = 1.

z—0 xT
V1tazm — /1 —am

2. Soient m,n des entiers positifs. Etudier lim

z—0 xn
1 1
3. Démontrer que hH(l) -(Vidz+4+22-1)= 5
z—0 r

Exercice 2
1. Montrer que toute fonction périodique et non constante n’admet pas de limite en +o0.

2. Montrer que toute fonction croissante et majorée admet une limite finie en 4oc0.

2 Calculs

Exercice 3 Calculer lorsqu’elles existent les limites suivantes
a) lim,_o 22l b) lim, . o, 220 ¢) lim, ., 55
d) lim,_p e e) lim, o YEEVIEZ oy gim Va5 — Vo — 3
g) lim, %J;?_l h) lim, ;,L—__ll

Exercice 4 Déterminer les limites suivantes, en justifiant vos calculs.
2
1. lim 2
a—0t x2Inx
2. lim 2zIn(z + )

z—0t

3 — 222+ 3
" 25400 rzlnzx
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4. lim €
z—+o00 T + 2
| 1
5. lim M
z—0t 2x

¥ —1
6. lim —
vt In(x + 1)
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7. lim 2 m(x +4)

z——ocox + 1 1 — 22
8. lim +(x2 — 1) In(72® + 42% + 3)
2—(-1)



9. lim (z —2)*In(z® — 8)

r—21

10. lim M
e—0+ In(z + 1)

11. lim (zlnz —zln(x 4 2))

Tr—-+00

2

xT x
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12. lim
r——+00 I2 — X

13. lim (1+2)™*
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1INz
14, lim (“ )
z—+oo \x — 3
<x3+5);2111
2+ 2
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16. lim (e + 1)””“
r——+00 T+ 2

1
: Inz
17. lim, (In(1 +x))
x(xz—l)

18. xl_l)I_’I_loo e

— €

15. lim

T——+00

19. lim

20. lim

) tanz —sinw
lim — ,
z—0 sin x(cos 2x — cos x)

lim \/z+4+\/z+ Vz — V2,

T—-+00

lim ——————, en fonction de a € R.
z—+o00 1 4 x¥sin” x

Exercice 6 Calculer :

T . 1
lim =1,
z—0t

lim (In(1+e™®))7, lim ———
({1 +em))s, i T

T



Exercice 7 Trouver : )
o 2 Inx
lim
z—0+ ¥ — 1

Exercice 8 Trouver pour (a,b) € (RT*)? :

| (am > bx)
lim
T—00 2

Exercice 9 Trouver pour (a,b) € (R™)? :

lim
z—0t 2

8|~

8|~



Bibliotheque d'exercices Indications
L1 Feuille n° 11

Limites de fonctions

Indication 1 Utiliser 'expression conjuguée.

Indication 2 1. Raisonner par I’absurde.

2. Montrer que la limite est la borne supérieure de I'ensemble des valeurs atteintes f(R).

k

Indication 5 1. Calculer d’abord la limite de f(r) = =2,
2. Utiliser cos 2z = 2cos? x — 1 et faire un changement de variable u = cos .
. Utiliser I'expression conjuguée.
. Diviser numérateur et dénominateur par v/ — o puis utiliser I’expression conjuguée.

3
4
5. On a toujours y — 1 < E(y) < y, poser y = 1/x.
6. Diviser numérateur et dénominateur par x — 2.
7

. Pour a > 4 il n’y a pas de limite, pour a < 4 la limite est +oc0.



Bibliotheque d'exercices Corrections
L1 Feuille n° 11

Limites de fonctions

Correction 1 Généralement pour calculer des limites faisant intervenir des sommes racines
carrées, il est utile de faire intervenir “I’expression conjuguées” :

s Wa=Vh(a+vh)  a-—b
va=vb= Va+ b C Va+ Vb

Les racines au numérateur ont “disparu” en utilisant l'identité (z — y)(z + y) = 2% — y*
Appliquons ceci sur un exemple :

_ V14 am— /1 —am
:L\n
(V1I+am —/1—a2m)((v/1+a™++/1—2m))
z"(V1+ 2™+ /1 —am)
1+a2m—(1—2a™m)
(V1 + ™+ /1 —am)
2z™
(V14 a™+ /1 —a2™m)
2xm—n

- V1+am+ /1 —am

()

Et nous avons 5

ﬂlclgtl)\/l—f—xm—kx/l—xm

Donc I’étude de la limite de f en 0 est la méme que celle de la fonction z — x

Distinguons plusieurs pour la limite de f en 0.

— Sim > n alors 27" et donc f(z) tend vers 0.

— Sim =n alors 2™ " et f(x) vers 1.

— Sim < nalors 2™ " = L = xik avec k = n — m un exposant positif. Si k£ est pair alors les
limites a droite et a gauche de xik sont 4+00. Pour k£ impair la limite a droite vaut +oo et la
limite a gauche vaut —oo. Conclusion pour £ = n —m > 0 pair, la limite de f en 0 vaut 400
et pour k =n —m > 0 impair f n’a pas de limite en 0 car les limites a droite et a gauche ne

sont pas égales.

m—n

Correction 2 1. Soit p > 0 la période : pour tout z € R, f(x + p) = f(z). Par une
récurrence facile on montre :

YVneN VeelR f(z+np) = f(z).

Comme f n’est pas constante il existe a, b € R tels que f(a) # f(b). Notons z,, = a+np et
Yn = b+ np. Supposons que [ a une limite ¢ en +oo. Comme x,, — 400 alors f(z,) — /.
Mais f(z,) = f(a +np) = f(a), donc £ = f(a). De méme avec la suite (y,,) : y, — +00
donc f(y,) — £ et f(yn) = f(b+np) = f(b), donc £ = f(b). Comme f(a) # f(b) nous

obtenons une contradiction.



2. Soit f: R — R une fonction croissante et majorée par M € R. Notons

f=FR)={f(z) |z € R}.

F est un ensemble (non vide) de R, notons ¢ = sup F'. Comme M € R est un majorant
de F, alors ¢ < +o00. Soit € > 0, par les propriétés du sup il existe yo € F tel que
(—¢ < yo < L Comme yg € F, il existe g € R tel que f(zg) = yo. Comme f est
croissante alors :

Ve>axzo  f(z) 2 flzo) =yo =2l —c.

De plus par la définition de ¢ :
VreR f(z) </

Les deux propriétés précédentes s’écrivent :
Vo > g (—e< f(x) <UL
Ce qui exprime bien que la limite de f en 400 est /.

Correction 3 1. La limite a droite vaut +2, la limite a gauche —2 donc il n’y a pas de
limite.

|
g

en utilisant que a® — 1 = (a — 1)(1 + a + a?®) pour a = /1 + z2.

X N e N
S— wik O = DN

Correction 4 1. —o0
2.0

R N A

10. 0
11. =2
12. —o0
13. 1
14. €*
15. 1
16. e



17.
18.
19.
20.

o O O D

Correction 5 1. Montrons d’abord que la limite de
B F —

fz) =

en a est ka*~!. Un calcul montre que f(z) = 2 ' +azF 2+ 22" 3 + .- -+ ¥, et donc
la limite en ¥ = «a est ka*~!. Une autre méthode consiste a dire que f(z) est la taux
d’accroissement de la fonction z*, et donc la limite de f en o est exactement la valeur
de la dérivée de x* en a, soit ka*~!. Ayant fait ceci revenons & la limite de l'exercice :
comme

r—«

n+l _ an—l—l xn—l—l _ an—i—l

= X .
" —a” Tr—« " — o

Le premier terme du produit tend vers (n + 1)a” et le second terme, étant I'inverse d’un
taux d’accroissement, tend vers 1/(na™!). Donc la limite cherchée est

(n+1)a™ n+1
= a.

T r—«

non1 n

2. La fonction s’écrit aussi f(r) = ———%%___ Or cos 2z = 2cos’ x — 1. Posons u = cos
cos z(cos 2z—cos ) ’
alors
1—u 1

J(w) = u(2u? —u—1) a u(—1—2u)

Lorsque x tend vers 0, u = cos z tend vers 1, et donc f(z) tend vers —%.

“’+W—\/§:( T+ T+ VI — Vo) (\Jr+ T+ VE— Vo)
T+ I+
T+
EVERNENG

Vie EnE

\ T+H/x

Quand x — +o0 alors \/%E — 0 et — 0, donc la limite recherchée est \/LE

4. La fonction s’écrit

o =
VI —avr+a NET
Vz—/a

Notons g(z) = Ji—q alors a l'aide de 'expression conjuguce

o) r—a _ Ve—a
Vi—a(Vitva) Vitya

3

Donc g(z) tend vers 0 quand z — a. Et maintenant f(z) = g(z—\/% tend vers _\/%704'

3



5. Pour tout réel y nous avons la double inégalité y — 1 < E(y) < y, donc y7—1 < % < L
On en déduit que lorsque y tend vers +oo (ou —oo) alors % tend 1. En posant y = 1/z,
et en faisant tendre x vers 0, alors (1) = % tend vers 1.
6.
e’ — e? e? — e r—2 e —é 1

— X = X )
2 +2x—6 x— 2 224+ -6 x— 2 r+3

La limite de % en 2 vaut €2 (c’est la taux d’accroissement de la fonction €*), la limite

2
voulue est %

7. En calculant les valeurs de f en 2km et en 2km + 5 on prouve que f n’a pas de limite en
+00 pour « > 4. Reste le cas a < 4. Il existe [ tel que a < 8 < 4.

xt 4B

f(:E)— =1 2

N a gin?2 1 1 zag
I+z*sin®z 5 + 75 sin

T

Le numérateur tend +oo car 4 — 3 > 0. xiﬁ tend vers 0 ainsi que fc—; sinz (car B > a et
sin? 2 est bornée par 1). Donc le dénominateur tend vers 0 (par valeur positive). La limite
est donc de type +00/0" (qui n’est pas indéterminée!) et vaut donc +oo.

Correction 6 Réponses : %,0, €.
Correction 7 Réponse : 1.

Correction 8 Réponse : sup(a, b).

Correction 9 Réponse : vab.



